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Theorie des Grossten und Kleiusten hestimmter Integrale mit beliebiger Anzahl von nnbekannten Functionen,
welche iiberdies durch mehrere bekannte Relationen zusammenhangen.

Einleitende Bemerkungen.

Jacobi verdanken wir die Initiative derjenigen Untersnchungen, welehe die Anfdeckung der Kriterien
des Grossten und Kleinsten eines bestimmten Integrals bezweeken. Er behandelt den einfachsten Fall, nim-
lich das Maximum und Minimum eines einfachen bestimmten Integrals mit einer einzigen unbekannten Fnne-
tion " imd ihren etwa his zum Range » reichenden Differentialquotienten U,, U,, Uj,... U,, welches in der
Form
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gegeben sein mag.

Fiir 0U=¢z, wo p von x unabbiingig eine sehr kleine beliebig bezeichnete Grosse, und z eine belie-
bhige innerhalh gegebener Grenzen continuirliche endliche Fnuetion hedentet, erhilt man ¢ U,=z, und
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Jacobi nnterzieht den Ausdruek 2) einer eingelienden Untersuchung, und sueht ibn in eine eiufachere
Form zu dem Zsweeke umzusetzen, damit die Diseussion iiber die Stabilitiit oder Nichtstabilitiit seines Vor-
zeiehens im Bereiehe vorgelegter Integrationsgrenzen vorbereitet und erleichtert werde.

Aut Grund der Gleichung 65 =0 gelang es, miltelst der sogenannten Jacobi’selien Doppelttransforma-

tion den aus »—+1 Argnmenten z, z,. z,...z, gebauten homogenen Ansdruek 2) naeh und nach in einen eben-
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falls homogenen Ausdrack von weniger Argumenten zu verwandeln, und sehliesslich in folgender vereinfachten
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wo ¥ eine Funetion von z, z,, z,...2, nud einer betrichtlichen Anzahl von willkiirlichen Constanten vor-
stellt.

Dieses Resnltat, sowie dic von Jacobi daran gekniipften Schliisse findet man in gedringter Kiirze im
17. Bande von Crelle’s Journal niedergelegt. Gewichtige Kriifte haben sich veranlasst, diese Theorie zum
Gegenstande cigener Forsehung zn machen, theils nm die Jacobi’selie Theorie nither zn belenchten, theils um
hieraus neue Ansgangspunkte zur Erforselmng allgemeinerer Probleme zn gewinnen.

Dic Begriindung der Jacobi’sehen Doppeltivansformation, welche sogar in der von O. Hesse gegebenen
Form, anf cinem iinsserst verwickelten und wenig durchsichtigen Algorithmus bernht  veranlasste aueh mich,
Einiges zur Vereinfachung desselben beizutragen, und es gelang mir, diesen Algorithmns derart einzurichten,
dass man in den Fillen 2=1, 2, 3,... stufenweize fortschreitend, die entsprechenden Transformationsresul-
tate beinahe ohne alle Reclmung hinschreiben kann. Spiiter begriimdete ich anf Grundlage der wiederholten
Snmmirung cine neue hichst einfache Transformation, welehe die Doppeltiransformation von Jacobi in vol-
lem Maasse ersetzt. Diese nnd andere Untersnchungen iiber diz Maxima und Minima bestimmter Integrale habe
iely in den Memoiren der Krakaner Akademie der Wissenschaften nnter dem Titel . Deitrag zur Variations-
rechnung®, Band 11, in polnischer Sprache publicirt.

Beim Ubergang zu allgemeineren Problemen, wo das vor gelegte lntegral
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nebst den Bedingungsgleichungen
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gegeben ist, in welchem die Symbole ;v’, 2, 1, » in der im § 1 ersichtlichen Bedentung zu nehmen sind,
ergibt sich, unter Aufreehthaltung der im §. 1 eingefithrten Be/,el('hnuuocn S, W, «
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als der in Bezng anf das Vorzeiehen niiher zn untersuchende Ansdruck. Nachdem ich mich iiberzeugte, dass
ein dem Jacobi'schen analoger Transformationsvorgang zur Vereinfachung des Ausdruckes 6) nicht einge-
leitet werden kounte, suchte ich in der seit Jacohi reichhaltig angewachsenen Literatur nach anderen zu
diesem Zweeke geecigneteren Werkzengen .

Den Arbeiten von A. Clebseceh muss in dieser Beziehung unstreitig der oberste Rang zuerkannt werden.
In seiner letzten Arbeit erhebt er sich bis zur Betrachtung des Ausdruckes 6), und liefert analog dem Jacobi’-

schen Resultate den Ausdruck 6) in folgender vercintachten Form:
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welchie aus 6) dadureh hervorgeht, dass man darin z in Z iibergehen liisst, und dann alle diejenigen Glieder
wegliisst, welche nicht den Differentialquotienten hiichsten Ranges (der unbekannten Funetionen U7) ibr Dascin
verdanken. Die in der Anzahl s 7, ...~+7%, vorhandenen mit Z bezeiclneten Argumente sind iiberdies

1 Jaeobi, Crelle-Jonrnal, 17. Band; Delaunay, Lionville’s Journal, 6. Band; 8. Spitzer, Sitzungsber. d. kais:
Akad. d. Wissensch. 12: Band, p. 104, 14. Band, p. 41; 0. Hesse, Crelle’s Jowrnal, Band 54, p. 2273 A. Clebseh, Crelle’s
Journal, Band 55, p. 254 und 335; Minding, Crelle’s Journal, Band 55, p. 300; A, Clebsel, Crelle's Journal, Band 56,
p. 122; A, Mayer, Teubner, 18665 A. Mayer, Crelle’s Journal, Band €9, p.238; Lipschitz, Crelle’s Journal, Band 65,
1. 26.

Mein in dem Taghblatt der 48. Versammlung deutseher Natwrforscher und Arzte skizzirter Vortrag ,Uber die Unzuling-
lichkeit der bis jetzt bekannt gewordenen Kriterien des Grossten und Kleinsten bestimmter In‘egrale ete.¥ wird mit dieser
Abhandlung beriehtigt und vervollstindigt.
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gruppenweise durch sehr einfache darch alle Probleme hindureh sielr gieich hleibende Differentialgleichungen
unter einander verkniipft.

Um zn zeigen, dass mit dem Resultate 7) die Theorie itber die Kriterien des Maximums und Minimums
nicht als abgesehlossen betrachtet werden kann, sei es nus gestattet, tolgende Bemerkungen anzufiithren:

1. Die Anzahl der Argumente der von Clebseh gelieferten vereinfachten Form 7) st N=s 2,4+ ...
—+1,, ein Betrag, der etwa fir r=p=n=n,=n,=n,=n,=n,=>0 in der Zahl Nr. 2772 sich stellt,
wiilirend cigentlich blos p dieser Argmnente, im angezogencen Fall blos 6 Argumente willkiirlich angenommen
werden diirfen. Im allgemeinen Falle wiire demgemiiss die Zahl p die Grenze, welche man als Argumenten-
anzahl der redueirten zweiten Variation anstreben soll. Diesem Bestreben setzen sich aber in den Weg die
eben erwiilhnten zwischen den N Argumenten bestelienden, fiir alle miglichen Probleme der Variationsreeh-
nung sich gleich bleibenden Bezichungen, denen man bei der anzustrebenden Reduction Rechnung tragen soll.
Die Auflosung dieser Beziehungen gehirt jedenfalls in dic allgemeine Theorie — es sei denn, dass man die
Unmoglichkeit der Beseitigung dicses Hindernisses mit einem Beweis erhiirtet.

2. In der reducirten, unter dem Integrationszeichen stelienden Summe in 7) spiegeln sieh die zur Dar-
stellung der Integrationsgrenzen dienenden Funetionen o/, 2” in keinerlei Weise ab; der Nachweis der even-
tuellen Stabilitiit oder Niehtstabilitiit des Vorzeichiens dieser Summe wird demgemiiss dicjenigen Kriterien
ganz gewiss nicht licfern, welche crst nach Einsicht in die Eigenschaften der Integrationsgrenzen gewonnen
werden konnen.

3. Clebsch hietet keine Instruetion, wie man sich zu benehmen habe, um withrend der Untersuchung
des Vorzeichens einer Function stets in der vorgeschriebenen Veriinderlichkeitssphiire verbleibend, sehliess-
lich versichert zu sein, dass man dic gesetzliche Veriinderlichkeitssphiire erschopft hat; cr gibt nicht die
Grenzwerthe der Variablen an, innerhalb deren dic in die Fuunetion zu substituirenden Werthe der Grund-
variablen enthalten sein miissen.

4. Die dureh den Caleiil-Mechanismus erreichte Thatsache des Uberganges von den urspriinglichen
Argumenten z, z,, z,,...2, zur nenen mit 7, 2, 7,, ... Z, bezeiclmeten Argumentenschaar, welche der aus-
gezeichneten Eigenschatt sich erfreut, dass die einzelnen Z-Avgumente im Angesichte des vorgelegten Inte-
grationswesens nur in den hisebsten Ditferentialquotienten ihre Existenz beurkundend, sonst in allen Differen-
tialquotienten tieferen Ranges verschwinden, wire jedenfalls einer analytischen Discussion zn unterwerfen,
um dann riicksehliessend die mit obigen Eigenschaften ansgeriistete nndifferenzirte Form der Z-Argumente
Zu ersinnen.

Eine derartige Discussion und die hiedurch veranlasste Entdeckung der undifferenzirten Z-Argumente
wiire in jeder Bezichung eine dankbare. Die Substitution solcher Z-Formen an der Stelle der urspriingliclien
z-Argumente in den Ausdruck 6) wiirde im Angesichte des vorgelegten Integrationswesens vor Allem die von
('lebsch angestrebte und erreichte Reduction ganz gewiss zur Folge haben, und im Weiteren entweder eine
necuc im Wesen der angestrebten Reduetion zwar gegriindete, dem Forscher jedoeh im Vorhinein noch unbe-
wusste Vercinfachung von 6*@ bewirken — oder in minder giinstigem Falle ansser der von Clebseh be-
wirkten keine weitere Vereinfachung bieten. Im ersteren Falle erreicht man .die Grenze jeder moglichen
Vereinfachung von 42€, im zweiten Falle wiire der oben erwiibnte Unmoglichkeitsheweis geliefert, der uns
dann von jedem Streben nach weiterer Vereinfachung von 9*@& dispensirt.

Unter Anleitung der hier vorgchbrachten Bemerkungen ist es mir maglich geworden, die nachstehende
Theorie der relativen Maxima und Minima bestimmter Integrale zu verfassen, welche in ilirer Anlage und
Durebfiihrung sich durch musterhafte Einfachheit auszeichnet, nwud der Erforschung specieller Fille jeden
theoretisch maglichen Vorschub bietet.
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In den Ansdriicken F und fv’ soll durch ...x, angedeutet sein, dass in V und #, die Grossen z,, w,,.. 2.,
als unabhiingige Variablen vorkommen, dagegen mag die symbolische Bezeichnung .. U,,, .. daran erinnern,
dass 17 und », Funetionen sind der Unbekannten von oy, ay,...x, abhiingigen Funetionen U, U,, U,,... U,
nebst ihren partiellen bis zn den Ordnungen u,, n,,...%, rcichenden Ableitungen, welehe dureh die Zeiger
m, in der Weise angedeutet erscheinen, dass man sich vor Allem das Symbol #, als eine Gruppe von Zahlen
Myyy My, My, denkt, und unter Einfiibrong der Bezeiehnung

6) [m2s]) = Mgy —-M = oo -0,

die Symbote Umm,, Upp,,-.. im Folgenden definirt:

my 17
7 U g L'"i,,—(L') .U = i U. (U
) ‘mmyg — m m , wm o NYmm, s e = y - w - w ( ’")P'u'
da v dry 2. da do v day 2 o daee

Die zur Funetion U, gehirvigen Zahlengruppen in abnehmender Ordnung fortlaufend bezeichnen
wir mit

8) My My, Mgy o ow Mg e M o Ul oty oo DU 4y DY
dergestalt, dass die nach 6) zu dentenden Zahlensummen :

9) [m,], [my], [mg). . . .[m,;m__,], [m,;m], [m,;m_,_.]....[m,ym_‘_l. [77;;;’"]

entweder abnehmend, oder zum wenigsten nieht waebsend geordnet erscheinen.
In Bezug anf die ersten Ausdriieke in 9) mag noch folgende Relation gelten :

10) ()| = |y = [mg] = ... = |~7“7im—’] = [m,;w] = i,

wornach die Zahl 2,, den hichsten Differentiationsrang andeutet, bis zn welcehen sich die partiellen Ableitun-
gen von U, erheben diirfen. Den Zahlen #n, ny,...7, 1, n, gehirt offenbar die oben ansgesproehene Be-
deutung in Bezug auf die entsprechenden nnbekannten Funetionen v, 0, U, U,...U, U, an

In dem Falle, wo cine unbekannte Funetion 0, in allen mogliehen, bis einsehliesslieh dem Range »,,
angehirigen Differentialquotienten in 7 erseheint, findet man:
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[n diesbeziiglichen Problemen gehdren sehr oft aueh diejenigen Functionen in die Reihe der zn bestim-
menden Unbekannten, welehe sub 4) die Darstellung der Integrationsgrenzen in der Art vermitteln, dass einc
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Grenzfunetion etwa @, als eine Function blos derjenigen Grnndvariablen zu gelten hat, welehe mit kleinerem
Zeiger als p behaftet sind.

Diese Probleme lanten in der Hanptfassung folgendermassen :

Man soll die unbekannten Funectionen U, 0},... U, 2/, " so bestimmen, dass unter Be-
viicksichtigung der Bedingungsgleichungen 2) das bestimmte ~fache Integral S sub 1),
wenn dies tiberhaupt mégliehist, einen Maximal- oder Minimalwerth erreiche.

Bezeichnet man die Variation von U, mit
) L”m — £ /m )

unter o eine sehr kleine heliebig bezeichnete von z, «,, ,,...a, unabhingige Zahl verstanden, so er-

halt man:
o) Lym me — a(\ LYm)m. - ((.)\ Um\'m. = (F Am)m' =2 (Zm)m‘ =12 Zm my

’ ~TT r I ’ N
9 l]m' m'y — P Ln’ w9 o L:h 3, PA() 3,7 0 qu, 4, = 14 [I;, 4,7 ete.

Seien 4., 4y, J5,...4, cinstweilen unbestimmte, in Bezng auf ilire Functionsform unveriinderliche Fune-

tionen von a,, a,,...a,; sei ferner

1 LN - - N ,
W = T4-A o -2y iy A0yt o A0, =F( . e . Uy, o)
r n 'x: ‘\/7‘)

& =J fiJ 12' .- .%d‘ﬂr (l.‘L'r—p..(ZJ’g (1.171 :J ’sm(lxrd‘lf'r—"“dw’ld‘c' !

so kann man nach dem Vorgange von Lagrange das in 12) definirte Problem folgendermassen aus-
sprechen.

Man soll die Unbekamnten U, U,,... U,, @, 2" so bestimmen, dass hiedurch das rfache Integral &
zu einem Maximum oder Minimum werde, wobei schliesslich iiber die Functionen 3, 4,...2; so verfiigt wer-
den soll, dass dureh ihre Werthe den Bedingungen 2) geniigt werde.

Durch Entwicklung nach Taylor, mit ¢* die Reihe absehliessend, findet man:

2
QB'=%(---ﬂ'm--'(Umm,"‘Fme,)-")= %+lep+%z f2,

sobald man

b
m

i o -
(B=¢8,8 [ 4q - Lun| =8
1 1 mm,
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g —_—— Z ZI ' J: 62%
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selat.

Mit Hilfe des theilweisen Integrirens lisst sich jedes Integral

0 W
J Al Zmm, Aty doey_y. . . day da,

als aus zwei Theilen zusammengesetzt darstellen, und zwar:

) 3% W
J ..CTU":m D m, da,de,_q... (].1’72 (]a}l == J (mJ (_ 1 )[m,] mdr, de,_y... dxz dxl Shac,

m,

Der evste dieser Theile wird ans dem vorgelegten Integral erhalten, indem man es mit (=1 multi-
plicirt, nnd die Differentiationszeigergruppe m, vom Ansdrucke Znm, loslosend, dieselbe zu gleichem

)
Zwecke dem Ausdrucke %—- links unterhalb anhdngt. Der zweite mit r, o bezeichnete Theil besteht aus

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)
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Integralen niederer Orduung als », weil man nach Ausfiihrung der bei diesen Ausdriicken sich darbietenden

. 2 ] - 2 < c . R N
Integrationen angewiesen wird, in derselben einige der Integrationszeichen etwa: J 0 J ,++. In entspre-

A U
N 2

17
[*2 . b
1| o umzngestalten, und in eben dem Maasse =(,, als einen Complex von
’ ’
%y 15

Integralen niederer Ordnung anzusehen, als dies der Index » andentet.
Die in 19) angedeutete Operation ldsst sich mit Hilfe des theilweisen Integrivens stufenweise, weun
zwar etwas miibselig, so doeh ohne alle moglichen Hindernisse bewerkstelligen. Wir iiberlassen daher die

'
Z, Ih

20) chende Substitutionszeichen

endgiltige Davstellung des Complexes 7, recht gerne dem jeweiligen Unternehmen, irgend einen speciellen
Fall der wirklichen Ausbildnng zuzufiihren.
Setzt man zur Bezeiechnung der Variation der Grenzen

sa'=py3, da"=py",
und kiirzerer Schreibweise wegen:
G 1y ( r " r" xu
oL X o x E
1 [ %2 n—y Tn | Tny r
21) J J . J J J Wde,de,—y...de, g dxydey_y.. . duy de,=p 7y,
x Jx, z:'h NEA Tty £,
so findet man:
{7.) r
22) 08 = 4( o Wdr,de, ... .deydr, AYRTT
1

und wegen 17), 18) und 14)

() o . [ PINY ) m . ”
23) 08 = ¢ [ dx, t/J.‘r__j “en (]‘1’2 (1.13‘ Sl ‘57' “T] (—- 1)[”’s] [mJ -+ g S S T(msy Sl Tk
1 n 1 3 mmy ms 1 e 1 8 1 ‘

und nnter der fiir jeden Zeiger zu geltenden Voraussetzung:

ox' = ox"' = 0

24 2 ) ©® w ;Zm 7;":/1 ")\2 %
2GS = Lo dr dx. dx i VA VA 0
U] _ UL ATy g oo A, dX 't
) 2 { 2 o 2 1 Su’ Sn Ss’ Ss d Um m d Um P el S
B 1 1 1 1 "

In Ubercinstimmung mit dem bei der Ermittlong der Maxima und Minima gewdhnlicher Functionen
iiblichen Verfaliren setzen wir in & den Coéfficient von 5 der Null gleich, nnd erbalten innerhalb der zulis-
sigen Willkiirlichkeit von 7, 7,,...Z,, 3, 3" anf Grund der von Sarrus hieriiber niedergelegten Bemerkun-
gen und iiherbaupt anf Grund der bei versehiedenen Problemen dieser Art verschieden sich gestaltenden
Orientirnngsumstiinden folgende Systeme von Bestimmungsgleichungen :

7':'1 ) 398 ,"z'E 2] TR i " 4 PIuY) |
i 0§ g =80 g = =8 e g = o
1 » Ly L 2 2 1 e 172
26) (II) Z‘l=2'2=2‘3: —_—— W e O;

e
n

w7 .
27) (M § 8, 7 + 8, 7a=10;
i 1

m
1

indem wir die Ernirnng des aus 27) zu bildenden Gleichungssystems der jeweiligen Behandlung von speeiell
vorgelegten Prohlemen iiherlassen.
In 25) uwnd 26) haben wir ein System von (p-+v) simultanen Differentialgleichungen, mit particllen ver-
sehicdenen Ordnungen angchirigen Differentialquotienten der Unbekamnten U, U,, U,,... U,, %, Ay, Xy, ...
Ay, welehe in Bezug anf U, U,,... U, beziehungsweise die Zallen 2n;, 2n,,...2n,, und in Bezag auf 2,
28) Jy,.-.2, dic gemeinschaftiiche, den Zahlen u,, 7y, ...n, entnommene hochste Zahl », als die hichsten Rang-
zahlen aunfweisen, bis zn welehen sieh die partiellen Differentialquotienten der entsprechenden unbekannten

I'nnetionen in diesen Gleichungen erheben.
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Aus 25) und 26) ziehen wir in allgemeiner Bezeichnung die Werthe der (u+v) unbekannten Func-
tionen:

Uy = Fou(@yy g ry Ops Oy O3peee) s A == Fon (g Zgpee 25 Oy, Oy Oy

worin 6, 6, f,,... anf eine dem Range der Differentialgleichungen 25), 2G) entsprechende Anzahl von will-
kiirlichen Fnnetionen hindeuten. '

Die Erfiillung des Gleichungssystems (IIT) unter Beachtung der jeweilig in speciellen Problemen sich
darbictenden Orientirnngsnmstiinde verhilft uns schlicsslich znr Anftindung nnd Feststellung der noeh Unbe-
kanuten 4,, 6,,...2', «".

Olne uns in die nithere Speeialisirung der Umstiinde und Bedingungen, und in die Angabe der Art und
Weise cinzulassen, wie solche die endgiltige Bestimmnng der Unbekannten U\, U,, ... U,, A, by,.. 4, &, a”

2
herbeifiilven, nehmen wir an, dass es uns bereits gelungen sei, zu folgenden Resnltaten:

n m

L= Al(Bh g occ PNy = J (@0 Brpocodin))g
’ ’ 12 A a » ,
Ty = ';4171(""17 ‘1‘2) oo "xm—-l) w’"A: ’;-"m(“'/l' -7/2- coo :l'm—l)
tiir alle evforderlichen Werthe von m zu gelangen, <o kimnen wir bebanpten, dass in dem den Lisungen 30),
51) subsnmmirten Falle nur einzig fiir diese Werthe der Unbekanuten, das Integral & und hiemit aueh §
fithig sei, sich im Zustande des Maximnms oder Minimums zu befinden. Ob dieser Zustand wirklich cintritt,
und wenn dies geschieht, ob man ilm als Maximal- oder Minimalzustand anznsehen habe, dariiber wird uns

erst eine nithere Erdrterung des Vorzeichens von 9@ anf Grundlage der durch die Gleichungen 26) einge-
sehrinkten Willkiirlichkeit der Funetionen 7, Z,, 7,, 7, einen sicheren Aufsehluss gewiihren.

§ 2

Bevor wir den Ausdruek ¢*@& eciner niiheren Priifung in Bezug auf sein Vorzeichen unterwerfen, fragen
wir nach, was in dem bestimmten Integral

‘r;’ "c, .’z:_’
Al = J J o deyde,_y...dr F(rv., x,_y,...2)
’ ’

mit dem zu infegrirenden Ausdrucke fiir Veriinderungen vor sich gehen, wenn man A als eine wiederholte
Summirang der Differentialelemente ansieht.

Dic Integration in Bezug auf @, zwisehen «, und @’ wird vollfiihrt, wenn man in Fx,, &y, ....1))
e — e
substituirt, und dann in dem daraus hervorgehenden allgemeinen Ansdrnck
F=F,(a, r_t,... 25, 2,)

. als eine zwischen Null nnd der Einheit variable Grisse ansieht.
Bei der niichsten Summirung in Bezug anf x,_; wird

L, g = J«‘;_; A W
gesetzt, und es wird
P = If, = IPf(@, @rmtly 255y 0 0By, a7,
als die allgemeine Form der Faetoren der einzelnen Elemente anftreten, sobald man anstatt «,, «,_, irgend

welche zwei zwisehen Null und der Einheit liegende Werthe sich vorstellt.
Dnreh Verwendung der aufeinanderfolgenden Substitutionen

’ ’ ’ !
Ly =Ty, N, Lo =Lp_+%pg Nty - . . Ly =Lyttt g, &, =& —+% I,

Irenkschriften der mathem.-narurw, Cl. XXXVI. Bd. Abhandl. von Nichtmitgliedern. ff

30)
31)

1)

6)
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wird endlich der Ausdruek .1 aus lauter Summanden zusammengesetzt erschieinen, welehe aus dem Aus-
drucke

7) Pz, Trlsee- gy ) = Fr(2,. - gl
ihren Factor beziehen, wenn man an die Stelle eines jeden « irgend einen zwischen Null und der Einheit

liegenden Werth einsetzt.
In Folge iihulicher Substitutionen 7) wird:

8) p - AI AZ 33.. .Ar_jArzf.( Dpmgy Kpe2ye0 al’ Al)
und man erhilt sehliesslich
11 1
) A = { ( [ F, (o ttrety- o 2)) p da,, da,_y, ... dz,
JO0JO JO

sobald man 3, als constant oder als eine Function eines coustanten Paramcters aunsieht, und jedes « als zwi-
schen Null und der Einheit variabel sich vorstellt. Aus @) sicht man, dass das Vorzeichen irgend eines Ele-
mentes von .4 sich als Produet der Vorzeichen von F,. und p hinstellt.

Soll iiberhanpt eine Function von &, o,_y,...2,, 2, im Bereiche der Integrationsgrenzen in Bezug auf
das ihren Werthen zukommeude Vorzeichen uutersucht werden, so transformire man diese Function mittelst
7) in einen Aunsdruck auns den Variablen a,, a, _y,...aq « — und untersuche sein Vorzeichen in Bezug auf
die zwischen Null und der positiven Einheit eingeschlossenen Werthe von e.

Behufs Transformation des Summcenausdruckes 6 @& setzen wir unter Festhaltung der Hypothese
3 =3"=0 uud der Bedentung von #,, und unter der Vovaussetzung cines gehirig grossen, d. h. wenig-

stens eines so grossen z, dass in cinem endlichen Polynome das Vorzeichen und der Werth desjenigen Glie-
des den Ausschlag gibt, welehes die niedrigste Potenz von » im Nenner beherbergt.

. , )
T L — Lp_y X, —a&
10) Wy == Ry Lgyee s Up== — — A e oo =t 1

[5) .
——, W= N TN
! ! ?
Ar r—1\ 1

dms) (sim ac)ie

1 1) (llh{/ﬂs] = KS(” umm)[”‘C] 3
" 3 e 0
0w, Do N "eq (Q1e ey [ Q20 ) ™ar
12) [7”5 JJ—_—{ ’J '[_fJ ( ’J
ik gt d., du,
SN wtm
9: Z —_— =
i) Zn= (2ur)tn Wy
unter ¢, und ¢ beliebige innerhalb der Grenzen continuirliche und endliche Functionen von .y, x,, o, ver-
standen.
Mit Riicksicht aunf die Bedentung des Differentiationsindex s, hat man aus 13)
o, y
1 g e ](a 2 1(‘”“’)1,,,,] T
14) Lym =- —5 o -3,
» \;721-.)])”‘—_,1‘_‘
wo s den Betrag derjenigen Glieder andeutet, welehe mit einer hiheven Potenz von » im Nenner multipli-
to} te] b
cirt sind, als dies der Unterschied s,,—[w.] andentet.
) . . 923 : :
Insoferne wir uns die Coéfficienten der Fornt ——— "~ junerhalb der Grenzen als endliche und con-
(ZL o (/[ iy
tinuirliche Functionen denken, kénneu wir anf Grund des sehr grossen # in 14) 5 weglassen und schreiben :
ouw .
m, Z—’} (stn wmm)y, 3
- . dx AL
3% —_ . s e
15) Zmm, = (o Ny
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Fiir [m,] << 2,, enthiilt jeder Bestandtheil von Z,,, und sogar jeder in 5 enthaltene Destan dtheil den Fae-

tor s:n w mindestens in der ersten Potenz. Demgemiiss muss 7, fiir e=ux', x=2x" verschwinden, sobald
[m<<nn sich gestaltet. Dieser Ausdruek versehwindet jedesmal, wenn 2n(%, + 2, =+ ... + %,) = 2n¢, sich

als eine ganze Zahl stellt; beim ungeraden [m,] selbst damm noch, wenn 222, = - mit einem ungeraden %

sich ergibt. Moglicherweise diirfte 7, zuweilen in Fiillen verschwinden, wo weder s/« noch cosw Null
wird.
Man erhilt [m,] = »,, sobald man fiir s cinen belichigen von den Zeigerwerthen

1, 2,5, . . dd,—1 .0,
setzt.
In diesem Falle setze man

o (".3‘76 ”""W) [m] = (")l'/l 21,’""')):», Ym = .‘lbm)

md erhiilt

J Qo) .
l]/] mg — 7723 . S .“J.’"'

Fiir x =2/, © =2 hat man (sen ™), =»,!, und sehliesst, dass fiir [m,) =n,, der Ausdrek Z,,, nur
dann versehwindet, wenn hiebei entweder ¢, versehwindet, oder wenn in Folge gewisser Eigenthiimlich-
3 a
au, . . . .
m, — —’] einen Nullwerth annimmt. Da fiir [m,] = », die sehr
arx
erosse Zahl » im Nemner von Z,,,, nicht vorkommt, so werden nur diejenigen Argumente 7, bei wachsen-

keiten der Funetionen «’;, 2 der Ausdruek

dem » niebt versehwindend klein ausfallen, welehe den Differentialquotienten von U des hichsten Ranges
entspreehen. Gegen die Eventualitdit, dass irgend ein A im gegebenen Intervall verschwinden konnte. ver-

wahren wir uus desshalb, weil diesfiillig der Ausdruck (m, gw’y unendlich gross aunsfallen, und eben hiedurch
= CCdr
die obige Behauptung trithen kiinnte.

Auf Grund der besprochenen Eigenschaft der Substitution 13) 18), haften die Naehbarwerthe U, und
(15,5 Z,) an sporadiseh ansgestrenten Stellen vollkommen in einander, sonst aber unterseheiden sie sich
blos in Deziehung aunf Differentialquotienten vom hisehsten Range n,,, und nihern sich mit waehzendem » un-
abliissig einer sogenannten Osenlation der (z,— 1)ten Ordnung. Die Substitution 18) wird desshalb oscu-
latorische Substitution genannt.

Auf Grund der oseulatorisehen Substitution 13) werden in Folge des sehr gross gedachten z ans dem Ans-
drneke 82& alle Glieder wegfallen, welehe der Relation [m,]<<#, eutsprechen. Dieser Umstand erfordert,
dass wir die in 82 € angedeunteten Snmmirungen in Bezug aunf die Zeiger s, s blos bis zn den Zablen 4, 7,
erstrecken, und nieht bis zu den Zablen #,, #,, wie dies im urspriinglichen Ausdruck *& angedeutet
erscheint.

Hierauf fussend, erbilt man:

" T ] 3 ~ :
) GRRUY il ARNY dw dar
Lmm L, | = 2° e e [m = lm’ 0 "J 4 L,
L?s' Lq [(Z Lm,,, d Lm’ m’ Ty SO L‘Svs' “lgs d me d Lm' m' ., tdx - ’ d. R
und Niirze wegen
m’./ rim |: c?b [ (]”. ) [ ) dll',. J
e || ([ e m ;p ———— — 4 R—
k?" ‘lS" (l Dm m '] l—m m' dr . ([)' / - —
setzend, erhalten wir mittelst Substitution 18) die Darstellung von ¢*& im Folgenden:
Fiir
o ~ 2 {12 i 2 C & 1o
fr'=0x"=0, @?G=" | drv,dx,_... dryde, 26§ § (@t Yo Y]
J 1 1

16)

17)

13)

20)

21)



22)

23)

27)

28)
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Auf gleiche Weise vorgehend, setzen wir:
i [ @y, [ du'r” 2
my —— | =
S dU,. -, " d &t

17—— S"[ p.om ~Hm _()

und crhalten:

und hieraus folgendes System von v Gleichungen:

u
=28 (b mn] =0, 1,=2 8§ (Do ] =0 . .. 1,= 2§ P, mbu] =0,
5 1 1
welche dem Umstande iliven Bestand verdanken, dass die Gleiehungen 2), §. 1 anch fiv den Fall gelten sol-
len, wean man in denselben durchgebends (U, 2)), (Uy~+52y),.- (Uu=p2,) an die Stelle von U TG o
substituirt.

In den Resultaten 21) und 24) werden die symboliseh gegebenen Ausdriicke @y 0, » auf Grund der
Auflosungen 30), 31), §. 1 als berechnet, und als reine Functionen von @, a,,...2,, oder mit Riicksicht auf
die Transtormation 7) a].s Functionen von «,, a,, o,,...c, dargestellt gedacht. Indem wir schon im Anfang
des vorigen DParagraphes die Entwicklung naeli Taylor vornaluen, haben wir stillschweigend angenom-
wmen, dass dic Ableitungen von T, #, 8 in Bezog anf die Unbekannten U, Cj,... U, und ihre Differential-
quotienten U7, - im Bereiche des Integrationsintervalls endlich nnd stetig sieh erweisen. Nimmt man ausser-
dem an, dass die Funetion A, 3,,...A, im Bereiche des erwiiluten Intervalls nieht versehwinden diirfen,
und demgemiiss in eben diesem Intervall je ein stabiles Vorzeichen beurkunden, so muss man innerhalb des
gedachien Intervalls anch den Funetionen a,,,., 4, ,, die Stetigkeit und Endlichkeit znerkennen.

Die Erziclung der iiberraschend vereinfachten Transformationsresultate in ‘_’1) und 24) verdanken wir

¢ wWhn
(2 O
Ligenschaft behafteten Substifution. Eben dieser Coéfficient vernrsachte im Transformationsresultate die
Bescitigung aller derjenigen Glieder, welche mit Differentialquotienten von U multiplicirt crscheinen, die
nicht in die Classe der mit dem hiehsten Range begabten Differentialquotienten von L™ angehirig waren.

Auf’ Grund dieser Substitution ist das System der zur erwarteten Maximal- oder Minimalgestalt &
gehorigen Naehbargestalten vedueirt aunf ein System von solchen Nachbargestalten, welehe von der erwar-
teten Gestalt © sieh blos in Bezug aunf die hochsten fiir die Fnnetionen U priiliminirten Differentialquotienten
unterseheiden, und so zu sagen mit & je cine Osenlation eingehen, welche in Bezug auf die einzelnen mit L7

den in DBezug anf ¢, ¢, willkiirlichen, jedoch in Bezug auf den Coéffieienten ————— einer mit specieller

bezeielmeten Funetionen bis zum entsprechenden Range n,,,—l sieh erhebt.

7 W0

mit der Benennung Osculationscoéffi-
(‘)17—)"m =

Aus diesem Grunde liesse sich der Nilfseoétficient
eient helegen.

Die dureh Verwendung des Osculationscoéfficienten nnd dureh Annahme ¢x'= = 0 Deseitigten
Naelibargestalien nnterscheiden sieh von der erwarteten Gestalt & bald schon in den Grenzen selbst, hald
schon in Differentialquotienten von U tieferen Ranges als 7, —1, und gehen ganz gewiss mit & cine Uscn-
lation ein, welehe wenigsicns nielit durchgehends den Rang 7, erreicht, — und eben aus diesem Grunde
liegen die beseitigten Nachbargestalten vom erwarteten & entfernter, als die heibehaltenen.

Man kann aneh behanpten, dass die osculatorisehie Substitution 13), 18) die einzig migliche sei, die
uns zn erwiinschten Kriterien filliren kaun, weil einerseits eine osculatorische Substitution tieferen Ranges
zu entfernteren Nachbargestalten fiihrend, keine sichere Ll)fC]%(']lCl(]lll]g gewiihren kamn, und weil anderseits
eine osculatoriselie Substitution héheren Ranges iu nnserem Problews jedweden Untersehied zwischen den
Naechbargestalten vernichitend, zwisehen denselben durehaus keine Unterscheidungsmerkmale anfzuweisen

vernmag.
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In Beziehung auf dic dureh Verwendung des Oseulationseoéfficienten sieh erbietende Anzahl der unter
den eingefiihrten Funetionen ¢, ¢,, ¥,,...¢, in gewisser Beziehung willkiirlich wiihlbaren Funetionen ist
leieht zn hemerken, dass diesclbe um eine Einheit grisser sieh gestaltet, als dies bei der Anlage des vor-
gelegten Problems angemessen und durchaus erforderlich ist, dass es demgemiiss unserem Ermessen anheim-
gestellt verbleibt, zwischen den Grissen eine neue, verstelt sieli, eine die Zweeke der weiteren Discussion
migliehst fordernde Relation zu stiften. Als cine solehe fiir die spiitere Untersuchung sehr niitzliche Rela-
tion erweist sieh folgende:

=0+ =) =0 md =0,
B . 2 . T . . .
sobald man 62=Sm[((~wl ™), ) } setzt, und hiemt aussagt, dass die Funetionen ¢,, &,..., nieht gleich-
1

zeitig identiseh versehwinden diirfen, und im vorgesehriebenen Intervalle stets endlieh verbleiben miissen.

Aus der in 27) bis 31) niedergelegten Auseinandersetzung geht zur Geniige hervor, dass die Verglei-
chung der auf Grund 30), 31), §. 1 bereehneten Gestalt =S mit den in Folge Vuwendun" des Oseula-
tionseoéffiecienten iibrig geblicbenen niichsten Nachbargestalten zn entscheidenden Kriterien fiihren muss,
ob dic erwartete naeh 30), 31), § 1 ermittelte Gestalt =S sich im Zustande des Maximums oder Mini-
mums — oder in gar keinem dieser Zustiinde hetindet.

Es ist somit unsere niiehste Aufgabe, zu untersuehen, obh der in 21) nicdergelegte Ausdrack 52 & unter
Beachtung der Relationen 24) und 31) im Bereiehe der gesetzlichen Willkiirliehkeit der Funetionen <, ¢,, <,,

.y, in Bezug auf sein Vorzeiehen sieh stabil erweise oder unieht; dann wird sich die erwartete Gestall
€=3~8
bei stabil positivem Werthe von ¢*@& im Zustande des Minimums,

. nhegativem ” .oy . »  Maximums,

befinden, und es wird @=3S keinen dieser Zustiinde ergeben, wenn crweislieh die Grissse 623 positive
und negative Werthe anzunehmen vermag.

Mit Bezug anf das Zutreffen der in 26), §. 2 angedenteten Bedingungen, welehe innerhalh des Integra-
tionsintervalls die Stetigkeit und Endliehkeit der mit a,, v, 6, ,, bezeielmeten Grissen bedingen, kinnen
wir diese Eigensehaften anel bei der Summe

Booow

’ Su' S,, Ty m! ‘Jm "Jm ]
1 1

[

gelten lassen, sobald wir ¢ endlieh voraussetzen und erwiigen, dass diese Eigensehaft den Functionen ¢, <,
¥s+.- P, 0 Folge der Relation 31), §. 2 ganz gewiss anhaften muss.

Unter den Werthen von 1/,, welehe der in Bezug anf die Unbekannten ¢, ¢,,...%, gewonnenen Rela-
tion ¢ M, =0, und gleiehzeitig den Ltelationen 24), 31), §. 2 cutspreehen, befinden sich demgemiiss theils
Maxiwal-, theils Minimalwerthe von 1/, theils vielleieht auch solche, welehe weder ein Maximum noch
Minimum von A, darstellen. Den Inbegriff aller dieser Werthe von A, wollen wir unter der gemeinsehaftlielien
Benennnng Hauptwerthe von Jf auffassen, und im Gefolge dessen folgende Siitze antiihren :

Ist M, im Bereiche der zuliissigen Veriinderlichkeit stabil positiv, oder stabil negativ, so besitzt es im
ersten Fall nur positive, im zweiten Falle nur negative Hauptwerthe.

Ist M, im Bereiehe der zukissigen Veriinderlichkeit nieht mit einem stabilen Vorzeichen versehen, so gilt
dies aueh von den Hauptwerthen von JJ,.

Das gemeivschaftliche Vorzeiclien aller Hauptwerthe von 3/, gehirt aneh den sii:umtliehen Werthen von

M, an,

30)

31)

1)
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Behunfs Bestimmung der Hauptwerthe von 13/, unter Aufrechthaltung der sub 24) und 31), §. 2 ersicht-
lichen Bedingungen, setzen wir in bereits gepflogener Weise:

M = My-msri-=5, 1 =8, g = . . =8, 7,
3)
SM = &M, ~+sbr—+s, 6~ ...+8,07%, =0,
WO &, S

Syy Spye-+ &, einstweilen noch unbestimmte der Form naeh unveriinderliche Functionen von a,, x,,...a

bedeuten.
Wir fin den in Bezug auf die nnbekamnten Functionen ¢, ¥,y ¥g,... 9, aus 24), 31), § 2 und 1)

®

N L
Wil = - . (Z)'qrrz a'jbm) ’

®
Wiy = '_(3 Sm()bm" ‘*Hm) "
1
'3 !‘. .
641]2 = 2 ' Sm (”m n’ "'J,"’ 0\‘\"}",)
1 1
und sehliesslieh
~ G % ' 7 ; :
4) g '322 = S LSMI mm' ‘Y‘"“) - S; (sl’ ]‘}’ m ) —S "ry’m = (U,
1 1

Die vorstehende Gleiclnmg zerfillt wegen der nun als willkiirlich anzusehenden 89, 39,...40%, in p Glei-
chungen, welche man ans 4) durch Specialisirung der Werthe von =1, 2, 3... . erhilt.

Ay Py Ay Yy POy 8 by sy b s =89,
) (‘IZI b5 n22 U (I;}L ‘r’* - ];12 —+- ];22 Sy~ oo bps,=— s Yy
Ay Py Aya Yoo == A pu = by 8+ baySy— oo byu8,= s,
An diese Gleichungen sehliessen sich noeh die Bedingungsgleichungen 24), 31), §. 2 an:
N ol D
Z;“ ‘JI—F—IIH f’z"‘""‘_b'}k‘r’u— 0
" J J
03) by g~y 9+ by =0
R A ]).,:* b, =0
T I8 o DE e JE 12 2
0) P PP =6

Multiplicirt man die Gleichungen 5) der Reilie naeh mit ¢, $,,...J,, so erhiilt man durch Summirung
der =0 multiplicirten Gleichungen wit Riicksielt auf 6) und 1), und unter Audeuntung der Hanptwerthe von
M, mit dem Symbel (1)

7 [ .
8) stm Sm’ (.(177‘ ' “Pm .‘Pm') =& 62 — (‘][2)
1 1

Setzt man ganz allgemein (a,, ., —8)=d'; ». s0 crhiillt man ans H) und 6) die Bestimmung der Grissen:
Dyr Poreve Py Spo Spreees, 1N folgender Form:

9) 1’(I=—%, Vz:X""V**=

WO
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|
’

ayy, (l|2, (,137"'012*‘ /l“ N ]/2"...1)-”

| Ogps T2ze Gygyen Ay, 1'127 l»n,.../;vg

D@y aya (I:_L;],...VI;LT‘L. /)11” bgzL....h.,?
Asz‘ ]'“7 b|276|3-'~-['l;13 0 ’ O ? U
" ey s bgs byg 5202, 0, 0. O

| buts bizy by yeeily, 0, 0, 0
Wegen 7) kinnen die Grossen 9, ¢,,...%, nicht gleichzeitig identisch versehwinden, und demgemiiss
muss das in 7, enthaltene s so gewiiblt werden, damit 7,=0 werde, und in Folge dessen die Bestimmun-

. q U
gen 9) dic unbestimmte Form 0 annehmen.

Weun man die Determinante 7, nach den Potenzen von s orduet, so kann man die Gleichung 7,=0
in folgender Form schreiben:

Vo= dy_ys* by 1 8y_uy+. . dy pl- 4=y =0

wo sich die mit 4 bezeichneten Coéfficienten als reine Functionen von z,, x,,...2, oder auch als Funetionen
YOL %, &y, O,...«, darstellen lassen, uud unter oben erwilmten Bedingungen im Bereiche der zulissigen
Verdinderliehkeit als stetige und endliche Grossen zu betrachten sind.

Ans der Gestalt der Determinante 77, erschliesst man zur Bestimmung der Eckeoéfficienten Ay wnd L, _,
in 11) die Relationen:

A, = (—1) BBt .+ 1Y, gz[#+’+1J, =

"Joz Nos

wo D, B,... D die Partialdeterminannten vorstellen, welehe aus 6) jedesmahl entstehen, weun man auf alle
moglichen Weisen v Grissen aus dem Systeme ¢, &,...%, heraushebt, und durch die iibrigen ausdriickt. Inso-
ferne nun die Gleichungen 6) in sich keinen Wiederspruch beherbergen, ist die Existenz des Coéfficienten
A, _, und scin constantes Vorzeichen (— 1)7 verbiirgt.

Der Fall 7, = 0O deutet auf einen oder mehrere identiseh versehwindende der Gleichung 11) geniigende
s-Werthe, und fiihrt zu solehen Systemen von ¢ Werthen, welche ein identisches Verschwinden voun 1, lier-
beiftihren. Die entsprechenden Nachbarwerthe werden demnach in der zweiten Variation 82& sich gar nielt
abspiegeln und mégen zweifelhafte Nachbarwerthe leissen. Sie erheischen ciner besounderen Unter-
suchung nur in denjenigen Fillen, wenn die iibrigen identiseh nicht verschwindeuden Wurzeln in 11) ein
stabiles, gemeinschaftliche Vorzeichen beurkunden. Das nithere Eingehen in dic Betrachtung soleher Fiille
behalte ich mir fiir die nfichte Abhandlung vor, und begniige wieh hier mit der Aufstellnng derjenigen Krite-
rien, welehe im Fall 7 = 0O iiber den Zustand des vorgelegten Integrals entscheiden.

Die aus 11) gezogenen p—v Wurzeln liefern geradezu diejenigen Werthe von s %% welche mit Riicksicht
auf 8) das vollstiindige System der Hauptwerthe vei 1/, bilden.

Um iiber dic Natnr der Hauptwerthe (1/,) niiheren Aufschinss zu erlangen, denken wir nns zwei Werth-
systeme:

0 i C J J : /
[‘/1? Y21 Y310 Yur 5 & e3""3“]17 [1’1- Yor \L:;"".“:“ L "2""‘{"}2

welehe zwei verschiedenen Wurzeln s und s der Gleichung 11) entspreeben, und natiirlicher Weixe den
Gleichungen 5). 6), 7) geniigen. Demgemiixs kinnen wir die Gleichung 5), 6). 7) in Bezug auf das zweite
Werthsystem und mit Riicksicht auf die Eigenschaft o, ==«,.,, in folgender Form aufschreiben:

10)

11)
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' :

‘ *
. J € . : @ ’ PR
Up o @ O = \rz—f_-.-—f—(lp_l\Py__Fb‘l $ by Sy .o+ by &= Y,

. N ol of 1 9 § — 1q
Do | oYy gy Py oot @ty 04y 8 =yy & oo+ by 8, = S,

\ ’ ’ ’ . '
13\ 'Ab‘u. | (l[zl’:ll +(‘12:L2‘L2+-..—i—(l‘lpiibgﬂ—b‘y\{‘—G—Z)g‘,,.k'z-’.‘—...—f—llvp s, = S"]'Jp
S; by b+ +biyyu+ 0O+ 0 ...+ 0 =0
S | by by Py +eiitboyPy+ 0 + 0 +...4+ 0 =0
S oYy +bady+.o+b,pu+ 0 4+ 0 4. 0 =0

Wenn man die Gleiehungen 13) je mit den links exponirten Factoren multiplicirt, und dann zusammen-
addirt, die Summengleielmng naeh Verticalreihen anordnet, und die Verticaleolummen nach 5) und 6) be-
stimmt, so erbilt man:

' ’

O, O d O < e G Dy R
SYpePy SV Py e S P = S Y Sy Sy

’

oder

14) (s—8) (¥ + PP+ ut) =0
Die Gleichung 11) als mit reellen Coéffieienten versehen, vertrigt complexe Wurzeln nur in Form von
conjugirten Wwrzelpaaren etwa:
s=p—+iq, §=p—riy,

und demgemiiss miisste ganz allgemein sein:

’

. ; . — 2 2
\Pm = 1)m -+ 2m, ‘,Dm - _[fm —lm ‘*pm *Pm —_p/n =+ Gmy
und im Gefolge dessen wiirde man ans 14) erhalten:
Q) 2 .2 2 2 2 1
20q(pi+pi+e P+ s+ 4+, ] =0,
hiemit wegen ¢ 2 O die der Bedingnng 7) geradezu widersprechende Relation:
R, — . — — g = — — — — ) = I —
h=Py= === === =Y, ==, =0,
welehem Widersprneh nur durch Satzungen begegnet werden kaun:
1. Alle Wurzeln der Gleichung 11) sind reelle Functionen von x|, ay,...2,;
15)
2. alle Hauptwerthe von 1/, sind reelle Funetionen von «, x,,...2.;
und im Gefolge dessen sind

3. die Hauptwerthe von M, im Bereiche des vorgeschriebenen Intervalls stabil positiv oder stabil
negativ, je nachdem die Cotificientengrnppe in 11)-in demselben Bereiche eine stabile Anzahl von p—v
16) Zeichenweehseln, oder von p—v Zeichenfolgen darbietet. Im ersten Falle ist M, selbst im Bereiehe der zu-
liissigen Verdinderlichkeit von ¢, 4,,...9, stabil positiv, im zweiten dagegen stabil negativ. Sonst ist 4/,
tilhig, positive und negative Vorzeichen anznmehmen.
Das Integral 21), & 2 liisst sich aneh so selireiben:

o,

1 (r)
17) 02 = 5 % J dapd.c,— 1 . . . syl <2998

nnd wird
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4. mit Riicksicht auf die Bildung der einzelnen Summirungselemente im Bereiche der zulidssigen Veriin-
derlichkeit stabil positiv, wenn das stabile Vorzeichen der Werthe von Jf;, mit dem stabilen Vorzeichen des
Productes p =3, 3, 4,... 3, iibereinstimmt.

~9

5. Das Integral 52& wird in demselben Bereiehe stabil negativ, wenn das stabile Vorzeichen von M mit
dem stabilen Vorzeichen von p niebt itbereinstimmt.

6. Das Tntegral 62& erfreut sich in diesem Bereiche keines stabilen Vorzeiehens, wenn nieht schon M
in diesem Bereiche die Stabilitit des Vorzeichens beurkundet. In diesem Falle erscheint *las Integral 5*&
aus verschieden bezeichneten Elementen zusammengesetzt, und zwar in Folge der zulidssigen Willkiirliehkeit
von P, y... P, bald vorherrsehend aus positiven, bald vorherrschend aus negativen Elementen. Das Integral
6@ erscheint in diesem Falle gleich fihig, eben so gut positive als auch negative Vorzeiehen anzunehmen,

und besagt, dass in diesem Falle das vorgelegte Integral § =& sieh weder im Maximum noch im Minimum
befinde.

Demnach wird ein aut Grundlage der Werthe 30) und 31), §. 1 berechneter Hauptwerth von S =&
im Fall 4. ein Minimalwerth,
- » ©. ein Maximalwerth sein, — und wird endlich

» » 0. keinen dieser Zustinde beurkunden.

Die Untersuchung iiher die Zeichenfestigkeit der Fuuctionen, welche den eben ausgesprochenen Krite-
rien zu Grunde liegt, erheischt in der Regel keines geringen Aufwandes von Zeit und Mithe — und es diirfte
nicht iiberfliissig sein, in Bezng auf dic zn heobachtende Reihenfolge der hiebei vorzunehmenden Operationen
einige Bemerkungen vorzufiihren, dies namentlich in denjenigen Fillen, wo man, mit Hintansetzung aller
weiteren Operationen, schon auf Grundlage gewisser im Zuge der Untersuchung zu Tage tretender Indicien
mit Sicherheit selliessen kann, dass weder ein Maximum noch ein Minimum stattfindet. Zu diesem Zwecke
sei uns gestattet, folgende Grundsiitze auszusprechen:

1. Hat man mehrere Functionen iiber ihire Zeichenfestigkeit zu untersuchen, so thue man dies, in der
Weise, dass man hiebei von der minder complicirten zur complicirteren fortschreitet;

2. Unter Beobachtung dieses Gesetzes untersnche man die Funetionen 4,, 3,...3, jede inshesondere,
bis man zur Uberzeugung gelangt, dass dem Producte A, 3,...4, ein stabiles Vorzeiehen angehort oder
nicht. Ein eventuell sich ergebendes stabile Vorzeiehen 3, dieses Productes berechtigt uns eine ihnliche
Untersuchung aueh anf die Coéfficienten der Kriteriengleichung auszudehnen und in folgender Weise ein-
zuleiten.

3. Man theile die Coéfticienten der Kriteriengleichung in zwei Partien

Py=(d, Ay A0, Py=(dy Ay Ay0..0)

ah, und nehme zuerst diejenige Partie vor, in welcher der stabilbezeichnete Coéfficient A,_, vorkommt.
Nach 1. vorgehend, ist man berechtigt, jedesmal dic weitcre Untersuchung abzubreclien, sobald man bei
irgend einem Coéfficienten fiir sich, die Nichtstabilitiit seines Vorzeichens constatirt hat; und auch dann,
wenn man zur Uberzengung gelangt, dass die dersclben Parthie angehdrenden Codtficicnten sich nicht
eines gemeinschaftlichen stabilen Vorzeichens erfreuen. Die gewonnene Uberzeugung, dass etwa 3, als
stabiles Vorzeiehen der Coéfficientengruppe /°, und 3, als stabiles Vorzeichien der Coéfticientengruppe I, an-
gehort, deutet ant ein Maximum oder Minimum hin, je nachdem das Product 3, 3, 3, sich positiv oder negativ
gestaltet.

4. Beim Vorkommen identisch verschwindender Coéfficienten in der Kriteriengleichung findet kein
Maximum noch Minimum statt, wenn die identisch verschwindenden Coéfficienten nieht eine ununt erbrochene

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXXVI. Bd. Abhandl. von Nichtmitgliedern. gg
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Aufeinanderfolge von Endeogfficienten der Kriteriengleichnng bilden, und auch dann nicht, wenn bei ver-
schwindenden Endeoéfficienten irgend einer von den Gruppen I, oder P, cin stabiles gemeinschaftliche Vor-
zeiehen abgeht.

5. Wenn bei identischem Verschwinden ausschliesslich blos von Endcoéfficienten die Gruppen I, und
P, in Bezug auf die iibrigen Coéfficienten je ein stabiles gemeinschaftliche Vorzeichen besitzen, so schliessen
wir auf die Existenz von zweifelhaften Nachbarwerthen, und konnen erst durch Beiziehung hherer Variatio-
nen von & iiber den Zustand des vorgelegten Integrals endgiltig entscheiden.

6. Um die Gebietsausdebnung der Nachbarwerthe zu erfahren, innerhalh dessen ein als Maximum oder
Minimum erkannter Werth in dieser Eigenschaft vorherrseht, wiire es nothwendig, das moglichst kleine » zu
ermitteln, welches zur Bildung des Osculationsfactors und dann zur Berechnung des vollstiindigen Ansdruckes
0*@ verwendet, das bereits erkannte Vorzeichen von 4@ nieht alterirt. Bei derartig bestimmten » bildet

1 . .
dann der Ausdrnck — das natiirliche Mass der erwiithnten Gebietsansdehnung.
n



